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INFERENCIA ESTADISTICA

ESTIMACION PUNTUAL DE PARAMETROS

IEI

Concepto de inferencia estadistica

a.

Sea un experimento aleatorio existente en el mundo fisico. Se dird que dicho experimento
presenta permanencia estadistica si, a lo largo de sucesivas realizaciones del experimento
permanece inalterado el modelo probabilistico que es “reflejo fiel” de la situacion.
Supdngase que dicho modelo sea “a priori” desconocido (totalmente o en parte) por un
operador que necesita conocer o evaluar alguna caracteristica del mismo.

Se llamara inferencia estadistica al conjunto de técnicas que, en base a experimentacion
directa, conducen a dicho conocimiento o evaluacion.

Por ejemplo, sea una produccion de bombas de luz de 100w nominales. Sea X la variable
que asume el valor real del consumo de energia de un ejemplar de dicha produccion
tomado al azar. Evidentemente, la F de D correspondiente a X es “a priori” desconocida,
pero tomando una cantidad suficientemente grande de bombas y midiendo su consumo
individual, se puede, mediante un proceso de calculo adecuado, evaluar las caracteristicas
que interesen de la F. de D. antedicha.

Las respuestas que da la inferencia estadistica no son nunca verdades definitivas e
inapelables. Por ejemplo, no se obtendra nunca una respuesta tal como: “La F. de D. de la
variable aleatoria asociada al experimento cumple tal condicion”. Lo mejor que se puede
obtener es algo como: “En un 95% de los casos en que se recojan los datos que resultaron
de la experimentacion, la F. de D. cumplira con tal condicion”.

Es decir que las respuestas dadas por la inferencia estadistica estaran afectadas por una cierta
incertidumbre cronica. Por lo general, el grado de aproximacion y/o fiabilidad de los
resultados obtenidos es funcién del volumen de la experimentacion realizada. A mayor
experimentacion, mayor precision y fiabilidad.

Vaya una palabra de prevencion:

En su libro “Hechos y Estadisticas”, M. J. Moroney dice lo siguiente:

“En gran parte, la inferencia estadistica es un método de investigacion al cual se acude
cuando todos los demas métodos fracasan; es a menudo un ultimo recurso o una ultima
esperanza. Un analisis estadistico bien hecho es una delicada diseccion de incertidumbres,
una cirugia de suposiciones. El cirujano debe estar bien en guardia contra las falsas
incisiones de su escalpelo. Muy a menudo debe declarar al paciente como inoperable.”

En otras palabras, la inferencia estadistica es una técnica de uso peligroso que, para dar

resultados fidedignos, debe ser manejada con un maximo de cautela y “ escepticismo”.

La inferencia estadistica es un arbol sumamente frondoso. Para ser un especialista en la
materia es necesario un caudal de conocimientos enorme.

En lo que sigue se daran Unicamente los conceptos de algunas de las técnicas mas
elementales.
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Repeticion reiterada de un mismo experimento — Valor medio observado y varianza
observada

a. Sea un experimento aleatorio con permanencia estadistica, al cual se asocia una variable
aleatoria X con F. de D.:

P(X <x) = FX(x) [1]
Sean my o el valor medio y la varianza de X.

Supoéngase que este experimento se repita N veces. Supongase que a los resultados a obtener
en las repeticiones 17, ..., n? se asocien respectivamente las variables aleatorias Xj, ..., X.
Se define entonces que:

1°) X4, ..., X, tienen la misma F. de D. y por lo tanto:

m=m =..=m [2]

ol=0o =...=0')2( [3]

2°) X4, ..., X, son independientes.

b. Sean las variables aleatorias X y S?, definidas en base a las variables Xi, ..., Xn segun las
siguientes expresiones:

n
i:l(xl+...+xn):lZXi [4]
n I’]i:1
2 _ 1< 2
S =HZ(X|—X) [5]
i=1

Se tiene que:
1°) Segun visto en VAM XVI:

m_ =m [6]

o_ =— [7]

2°) Puede demostrarse (pero no se intentara hacerlo) que:

mg2 = [1 - %}72 8]
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Supodngase que, segun indicado en a, se efectiien n repeticiones de un experimento aleatorio.

Supoéngase que los resultados de esos n experimentos hayan sido los nimeros xi, ..., X
respectivamente.
Esto implica que las variables Xj, ..., X, definidas en a hayan asumido los valores xj, ..., X,

respectivamente. Entonces, las variables X y S* asumiran los valores (ver [4] y [5]):
n n
_ 1 1 _
XZ—ZXi SZ=—Z(Xi—X)2 [9]
izl sl

Al valor X se lo llamard valor medio observado y al valor 52 se lo llamard varianza
observada.

2

Notar que ni X es un valor medio ni s“ es una varianza. Son valores aleatorios asumidos

por X'y 82 (al revés de los valores medios y varianzas reales, que son magnitudes fijas e
inmutables). Los términos “valor medio observado” y “varianza observada” no son mas que
convencionalismos.

IE 1

Estimacién puntual de pardmetros

La estimacion puntual de parametros es uno de los renglones mas “populares” de la inferencia
estadistica.
A continuacion se tratara de dar una idea general de esta técnica.

IEINL1

a.

Sea un experimento aleatorio con permanencia estadistica al cual se asocia una variable
aleatoria X cuya F. de D. se supone conocida salvo en lo que se respecta a uno o mas de sus
parametros.

El objetivo de la estimacion puntual de parametros es obtener, en base a experimentacion
reiterada, aproximaciones lo mejor posibles de estos parametros incognita.

Un ejemplo de esta situacion puede ser la produccion de tornillos fabricados por un torno
que se mantiene en perfectas condiciones de ajuste. Dada esta ultima circunstancia, puede
suponerse que las variaciones de longitud entre los tornillos son debidas a un sinnimero de
pequeiias causas entre las cuales no hay ninguna dominante.

Por lo tanto, una variable X que se asocie a la longitud de los tornillos tendra una F. de D.
normal (o muy cercana). Supongase que no se conozca ni el valor medio ni la varianza de
esta variable X, y que se desea tener estimaciones de estos valores.

En general, definir un proceso de estimacion puntual equivale a definir para cada uno de los
parametros incognita una funcion:

Q=9 (X1, Xp) [1]
en la cual:
Q: variable aleatoria que asumira el valor estimado del parametro.
¢ : funcion estimadora del parametro propia del proceso de estimacion usado.

Xi, ..., X, : variables aleatorias correspondientes a las reiteraciones del experimento.
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Si las variables Xj, ..., X;, asumen respectivamente los valores xj, ..., X, (resultados de los
experimentos 1°, ..., n°), la variable (2 asumira el valor:

=@ (X],Xp) [2]

el cual constituye el valor estimado del parametro.

Muy a menudo existen diversos procedimientos para estimar un mismo parametro. En rigor,
cualquier funcion de X, ..., X;, puede ser considerada como funcién estimadora de un
parametro. Sera una funcion “buena” si tiende a dar aproximaciones precisas del parametro,
y sera una funcion “mala” en caso contrario. Asi por ejemplo, a primera vista parece que:

~ 1
IYyM=—(X; +...+X,)
n
es una “buena” funcion estimadora de m.

2)M'=XF +..+ X2

esuna “mala” funcion estimadora de m.

Xmax + Xmin
2

es una funcion estimadora cuyos méritos y defectos no se vislumbran bien.

3°) M''=

(Promedio de los valores extremos obtenidos)

Queda asi abierta la cuestion de qué es lo que se entiende por una “buena” o “mala” funcion
estimadora.

Para zanjar esta cuestion, se estudiaran algunas de las caracteristicas que son deseables en
una funcion estimadora.

2

Sea una funcion estimadora Q= ¢ (X{,...,X,;) de un pardmetro cuyo valor verdadero es

o. Se define:
Sesgode 9= Mg - ® [3]

Se dice que una funcién estimadora no tiene sesgo, o que es insesgada cuando su sesgo es
nulo, es decir cuando el valor medio de la variable Q coincide con el verdadero valor del
parametro.

Por ejemplo, supongase que las tres f. de d. indicadas en la figura IE III a corresponden a
tres funciones estimadoras de un mismo parametro cuyo valor verdadero es o.
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A f. de d. de Q3 = p3(X],.... X
f. de d. de Qp = @1 (X1s Xp) ed. de Q3 = @3(X1,.... Xp)

f.ded.de Q) =y (X{,...Xp)

L = MNMA
P Q3

o = valor del parametro = mﬁl =Mg

DV

2 Fig. IE IIl a

Puede observarse que ¢ y ¢, no tienen sesgo y que @3 tiene un sesgo igual a p - .
Como ejemplo adicional, puede verificarse que si se toma a las formulas [4] y [5] de IE 11

como funciones estimadoras de m y o2 (es decir considerando que X =M y 82 - 62 ),

2
resulta que X no tiene sesgo y que S2 tiene un sesgo igual a O-—, ya que (ver [6] y [8] de
n

IE II):
m_ =m msz :(1_lj02
X n

Las desventajas de una funcion estimadora sesgada son obvias. Puede ser expresada de una
manera intuitiva diciendo que efectuando una gran cantidad de estimaciones se obtendra un

valor promedio que tiende al de Mg en vez de tender al verdadero valor o del pardmetro.

El no tener sesgo es una caracteristica deseable en las funciones estimadoras, pero no
constituye el total de la historia.
Por ejemplo, sean las funciones estimadoras ¢, y @; indicadas en la figura IE III a. Las

variables aleatorias correspondientes son €, y €. Puede verse en dicha figura que ¢, es no

sesgada, mientras que ¢; tiene un sesgo igual a p - ®. Si este sesgo es pequeilo, es mas
conveniente el uso de ¢; que el de ¢, debido a que la varianza de Q2; es mucho menor que la

de Q,, lo que implica que, con sesgo y todo, ¢; da una mejor probabilidad que ¢, de

conseguir una buena estimacion del pardmetro.
Un criterio, mas o menos empirico, de comparar funciones estimadoras es calcular la
magnitud:

— 52 2
Wgq =045 +sesgo

siendo una funcidn estimadora tanto mejor cuanto menor sea el WQ correspondiente.
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Evidentemente:

W =

2 . .
o =0g  Dpara funciones estimadoras no sesgadas.

El inconveniente que presenta este criterio es que muy a menudo es muy dificil calcular la

magnitud O'é .

IE IV

Estimacion de parametros por el método de méxima verosimilitud

IEIV.1

Hasta ahora se ha visto el concepto de lo que son las funciones estimadoras y algunas propiedades
muy generales de las mismas. Ahora se tratara el problema de su disefio, es decir de como construir
“buenas” funciones estimadoras.

Existe un método general para encarar este problema, llamado “Método de maxima verosimilitud”,
el cual da resultados satisfactorios en una gran mayoria de los casos, a pesar de que a menudo
conduce a funciones estimadoras sesgadas.

La idea basica de este método consiste en tomar como estimacion de un parametro desconocido el
valor que mejor justifique los resultados obtenidos en la experimentacion, es decir el valor que de
una probabilidad maxima “a priori” de que ocurra lo que realmente ocurrio.

IEIV.2
a. Es bastante largo y complicado introducirse en todos los vericuetos del método de méxima
verosimilitud.

Por lo tanto, se indicaran unicamente algunas de las funciones estimadoras suministradas por
este método.

Distribucion Parametro a estimar Funcién estimadora
Poisson A A=X [1]
Binomial p P = frecuencia relativa [2]
m M =X [3]

2 2 1< =2
Normal . 6% =8 = - _Z(Xi -X) [4]
=1
Exponencial: N
f*(x)=ce parax >0 c C= X [5]
=0 parax <0
Notar que: Ver [8] de IE II

-
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1
mSZ = (1—5]02

y por lo tanto §2 como funcioén estimadora de 02 tiene un sesgo (ver [3] de IE III) igual a:
1 o’
1-—|o? -0 =-—" [6]
n n

Evidentemente, este sesgo tiende a 0 cuando n — oo.

b. Observacion:
Es muy comun el artificio de multiplicar una funcién estimadora sesgada por una constante

para quitarle el sesgo. Asi, si a la [4] se la multiplica por %_1 se obtendra una estimacion de

o2 no sesgada:

n
62 =L 3 (x -0 [7]
n-15

IEIV.3

Se enunciaran a continuacién algunas propiedades de las funciones estimadoras maximo
verosimiles:

1°) Tal como se dijo en a, son a menudo sesgadas (ver por ejemplo la funciéon estimadora
indicada en [4], aunque a veces pueden no serlo (ver por ejemplo la funcién estimadora
indicada en [3]).

2°) A menudo son las funciones estimadoras mejores posibles segun el criterio indicado en b
de IE III 2.

3°) Las variables aleatorias  correspondientes a las funciones estimadoras maximo
verosimiles son aproximadamente normales para n grande. Entonces, si hay manera de

calcular O¢y, se pueden usar las técnicas propias de la distribucion normal para calcular

la probabilidad de que la estimacion hallada aproxime al valor verdadero del parametro
con una precision convencional. Estas propiedades 2° y 3° son las responsables en gran
parte de la popularidad de las estimaciones maximo verosimiles.



APENDICES
A.IE |

Funciones estimadoras sesgadas o insesgadas

a. Se defini6 en IE II1.2 que dada una funcién estimadora Q= o (X1,
cuyo verdadero valor es o se tiene que:

Sesgo de Q= ma — o

b. Ejemplo de funcion estimadora no sesgada:

Funcidn estimadora del valor medio m de una variable aleatoria X:

1 —
i = _ or ser S _
H—H(X1+....+xn)_x (‘P My, === My, =M

y entonces:

Sesgo de ﬁzmﬂ—mzm—mzo
C. Ejemplo de funcion estimadora sesgada:

Funcién estimadora de la varianza 0'2 de una variable aleatoria X:
o 14 v 1J — D
$2 =HZ(Xi ~X) = 3 [(xi —m)-(X-m)f* =
i=1 i=1

(Xj —m)+n(X-m)? | =

[
M=

=

S (i = mP ~2(%-m)
i=1 i

Il
—_

S| =

Zn:(Xi —m)2 —2(X—m)%zn:(xi —m)+(§—m)2=
=1 i=1

=X-m

S| =

(Xi -m)> (X -m)*

Ve

=1

y por lo tanto:

mg2 —lim 2 —Mx 2
ST n &g XimmT X -m)

IE 8

..., Xy) de un parametro

[1]
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y por lo visto en A.VAU III:

y entonces:
2
Sesgo de §2 - 02(1 —lj—az -7

Evidentemente, este sesgo tiende a cero cuando n tiende a infinito.

A lEII

Funciones estimadoras de varianza minima vy funciones estimadoras insesgadas de varianza
minima

Una funcion estimadora 2 de un pardmetro o es llamada de varianza minima si para toda otra

funcion estimadora Q" se tiene que:

02 (02
Q Ak

Si ademas Q es insesgada se tiene que sera una funcién estimadora insesgada de varianza minima.
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Problemas sobre estimacion puntual de pardmetros

Se desea estimar el valor medio de una distribucion normal. Se proponen las siguientes
funciones estimadoras:
~ 4X1+X ~ 3X1+X
N = 1 2 y N, = 1 2
5 4
Indicar cual de ellas es preferible.

Sea una serie de m experiencias efectuadas sobre una poblacion binomial y sea X la variable
aleatoria correspondiente a las veces que aparecid un cierto suceso. Sea otra serie de n
experiencias efectuadas sobre la misma poblacion y sea Y la variable aleatoria
correspondiente a las veces que aparecid el mismo suceso antedicho. Se proponen las
siguientes funciones estimadoras para el parametro p:

X Y
131:/11;% ﬁzzﬂ

Y m+n
Indicar cual de ellos es preferible.

Sean las siguientes funciones estimadoras del pardmetro A de una distribucion de Poisson:
~ X1+Xp +X ~ X1 +2Xo +3X
Aj = 1 32 3 y Ay = 1 62 3

Indicar cual de ellos es preferible.

Un regimiento de montafia transportado integramente a lomo de mula tiene 1000 soldados.
Segun datos, en el Gltimo afio la cantidad mensual de accidentes por patadas de mula ha sido
de:

1,0,2,0,1,1,0,2,1,0,1,3

Indicar la estimacidn maximo verosimil del parametro A perteneciente a la f. de p.
correspondiente a la cantidad de accidentes.

En una bolsa hay bolillas azules, blancas y coloradas en cantidades desconocidas. Se
hicieron 6 extracciones con reemplazamiento obteniéndose sucesivamente los resultados:

Blanca, azul, azul, blanca, colorada, azul

Hallar estimaciones maxima verosimiles de las probabilidades de obtener respectivamente
una bolilla azul, una blanca y una colorada en una extraccion aislada.

Sea una variable X a la cual se le asocia una f. de d.

0 parax <0y x>«
FXx)=11

— para0<x <«
a

siendo a desconocida.
Se efectuaron 5 realizaciones del experimento al cual se asocid la variable X. Los valores
asumidos por esta variable fueron:

L8 32 1,75 521 vy 0,9
Se pide hallar una estimacién maximo verosimil del parametro o.
(Ayudita: Tener bien en cuenta la idea basica del método de maximo verosimilitud, tal como
indicadaen IE IV. 1)



